O SPOSOBIE 


UKŁADANIA SIE ELEKTRYCZNOŚCI 


NA DWÓCH ODOSOBNIONYCH (IZOLOWANYCH) 


PRZEWODNIKACH KULISTYCH, W TAKIEM ODDALENIU OD SIEBIE ZOSTAJĄCYCH 


, 


IŻ JEDEN Z NICH W DRUGIEM ELEKTRYCZNOŚĆ WZNIECIĆ, TO JEST 


NAŃ PRZEZ INFLUENCYĄA DZIAŁAĆ MOŻE 


PODAŁ 


D'. WOJCIECH URBAŃSKI 


(Przedstawiono na posiedzeniu Towarzystwa Nauk Ścisłych, dnia 4 marca 1880 roku.) 


Nie wchodząc tu bliżej w naturę podstawy zjawisk, elektrycznemi zwanych, oznacza się nazwą 
elektryczności nietylko ogół tychże, ale także sama podstawę owego stanu ciał, w którym one 
wspomniane zjawiska przedstawiają. Ponieważ elektryczność na dobrych przewodnikach naelektry- 
zowanych okazuje się, jak wiadomo, na ich powierzchni, której każda cząsteczka elektryczne przy- 
ciąganie lub odpychanie objawia, wielkość takowej siły (*), od jakiejkolwiek cząsteczki powierzchni 
pochodzącej i w odległości =1 czynnej, uważa się za miarę nagromadzonej tamże elektryczności, 
a ilorazem otrzymanym z dzielenia tej ilości przez wielkość powierzchni, wystawia się niejako gęstość 
elektryczności na tejże cząsteczce, od której to gęstości tak zwane napięcie elektryczne czyli natężenie 
jej siły zawisło. Przez takie zatrzymanie zwykłych pojęć z dawniejszej fizyki nie popadniemy w sprzecz- 
ność z dzisiejszemi wyobrażeniami o naturze zjawisk reszty walnych działaczów w przyrodzie, które 
się w ściśle równoważnikowych stosunkach nawzajem przeobrażają (metamorfozują), ani też z naj- 
wyższem prawem natury, stateczność materyt i siły (mimo wszystkich takowych metamorfoz) orzeka- 


(*) Pod wyrazem siła nie rozumiemy coś samoistnego, byt swój poza rzeczami materyalnemi lub bez nich mającego, 
ani też ostateczną już przyczynę zjawiska, lecz uważamy ją za miarę wielkości ruchu, a mechanika analityczna nazywa 
ja spółczynnikiem różniczkowym drugiego rzędu z drogi i czasu w ruchu nie jednostajnie zmiennym. 

ART. V. l 
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jącem, a ułatwiamy sobie bardzo ujęcie wypadków rozlicznych doświadczeń w matematyczne wzory 
i torujemy drogę do wyprowadzania najogólniejszych praw za pomocą rozumowań analitycznych, 
jak się to z rozwiązania danego tu zagadnienia okaże. 

Gdy odosobniony przewodnik ma postać kuli i przez udzielenie zostanie naelektryzowanym, natę- 
żenie elektryczne w każdem miejscu jego powierzchni jest zupełnie jednakie, jak gdyby był dokoła 
okryty cieniachną warstewką, jednostajnie napełniona jakimś fizycznym działaczem, którego naj- 


mniejsze cząsteczki w działaniu swojem stosują się do prawa, wzorem f(u) ==, orzeczonego, a ma- 
1 


jaca grubość wszędzie jednaką i równą różnicy promieni kul spółśrodkowych, których powierzchniami 
ogranicza się z wierzchu i ze spodu. W takim bowiem razie działania wszystkich pojedynczych cząstek 
w każdym punkcie przestrzeni, zamkniętej dolną powierzchnią owej warstewki, znoszą się zupełnie, 
jak to stan równowagi elektrycznej wymaga. Jeśli w zakres działalności tak naelektryzowanej kuli 
dostanie się druga kula metalowa, czy to elektryczna, czy w naturalnym jeszcze (nie elektrycznym) 
stanie zostająca, natychmiast dla powstałej influencyi nowy stan równowagi a tem samem inne uło- 
żenie się elektryczności na obu kulach nastąpić musi. Mianowicie dokoła osi, idącej przez środki 
obydwóch kul, układ ten będzie symetryczny, a to wskutek tego, że w równych odstępach kątowych 
dokoła tejże osi gęstość elektryczna jest jednaka i zmienia się jedynie z obwodami kół, leżących na 
tych kulach prostopadle do wspomnianej osi. Dla oznaczenia więc miejsca jakiegoś punktu, w którym 
gęstość elektryczności znać chcemy, potrzeba tylko wynaleźć równoleżnik, na którym ten punkt leży, 
prowadząc od niego do środka kuli promień, który z liniją dośrodkową obu kul, t. j. z ich stałą osią 
kąt w mowie będący zamyka. Kąt ten zwykliśmy obliczać w ten sposób, iż jego wartość =0 
odpowiada najbliższym, a wartość == 480° najodleglejszym dwu na tej osi leżącym punktom 
obydwóch kul. - 

Podanie sposobu wynalezienia gęstości elektrycznej w każdym punkcie powierzchni tak na jednej jak i na 
drugiej kuli, znając wielkość ich promieni i ilość elektryczności na nich, jest przedmiotem niniejszych 
wywodów analitycznych, których rozpoczęcie niechaj jeszcze poprzedzi ta uwaga, że na obu odoso- 
bnionych kulach obydwa gatunki elektryczności a nawet te obydwa gatunki na tej samej kuli znaj- 
dować się mogą, co w rachunku przeciwnemi znaczkami jakości oznaczać się będzie, rozumiejąc pod 
gęstością ujemna — k gęstość elektryczności drugiego gatunku, przeciwną tej, którą za --k przyjęto; 
tudzież, że na rozpraszanie się elektryczności w przestrzeń otaczającą żadnego tu względu mieć nie 
będziemy, jak gdyby izolowanie było najzupełniejszem; nareszcie, że wszystkie litery w następującym 
rachunku użyte oznaczają te same ilości, co i w mojem dawniej wydanem dziele : « Vorträge über 
hóhere Physik». Lemberg, 1857, do którego dla łatwiejszego orientowania się odsyłam szanownego 
czytelnika. 

Głównym warunkiem ułożenia się elektryczności do równowagi jest takie rozpostarcie się jej na 
obydwóch danych kulach, iż wszelkie działania obecnych elektryczności w każdym wewnętrznym 
punkcie tak jednej jak i drugiej kuli dają ostatecznie wypadkowę = 0. Lecz przyjąć wypadek całego 
działania =0, znaczy tyle, co funkcyę, przez Gaussa Potencyałem obecnych działaczów nazwaną, 
uznać za ilość stała. 

Oznaczywszy więc literami V; i Və potencyały elektryczności, odpowiednie pierwszej i drugiej kuli, 
a literami C; i Cz dwie ilości stałe, których wartość później da się oznaczyć, dla każdego punktu we- 
wnątrz pierwszej kuli leżącego, musi być 


(1) Vi- V= 0, 
a dla każdego, wewnątrz drugiej kuli położonego, tak samo 
(2) Vi + V= Qs, 


gdyż punkta wewnętrzne jednej kuli są zarazem w obec kuli drugiej punktami zewnętrznemi. 
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Lecz według ustępu, Ztlfter Vortrag, wspomnianego wyżej dzieła mego, potencyał w punkcie 
zewnątrz kuli o promieniu a w odległości r od jej środka leżącym, ma wartość 


(3) =a [7 | EE ksinedadw 
a? -L 7? — 3ar. COS). 


aże dla punktów zewnętrznych H <1 idla tego i 


Niż > ksin9d48du 
S [YES 


trzymając się tej samej co tam metody, także 


du [r p 3 
(4) v=% (14m4 $H s S. )esinodo 
r o 0 e ye r 

czyli położywszy 

JJ suoadw=w, 

0 0 
nareszcie 
(52) SPKAL EHS H.H S). 


Tym samym sposobem dla punktu wewnątrz tej kuli leżącego otrzymujemy 
(50) V=a(n h45 5+5 P. nHn). 


Chcąc więc rozwiązać dane zagadnienie, należy w znajomym, gęstość wystawiającym wzorze (obacz 
Eilfter Vortrag n° 24 i 25) 


(6) h= (0-810 047 b. en b), 


uwzględniwszy tę okoliczność, iż dla symetrycznego układania się elektryczności na obu kulach do 
koła stałej ich osi, gęstość k jest tylko funkcyą zmiennej ilości 9, a od kąta nachylenia w wcale nie 
zależy, zatem J„ także następującą formę 


(7) Ju = f"k Ti H, dw |sinad, 
«0 00 = 


mieć może, zamiast podwójnych całek Jı, J;. . . Jņ położyć należycie oznaczone wartości im 
odpowiednie. 


Ponieważ dla 
H, = Dln, 
tudzież dla 
1 


ZŁ CZ R „nh 
Teee e skał 
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i tak samo 


1 l A 
c Sna, | ZZ E Slina, 
y1— acosy--a* y1-—2acosi-+ a? 


podług wzoru Leżandra (*). 


2z 2r i 
i Hadw = jA Aludw=2e"'y]n[G]n, 
9 0 


(1) Można łatwym sposobem wyprowadzić ten ważny wzór jak następuje : Wiadomo, że całka nieoznaczona 
dx. VG 


£ dæ S f da 1 

A+-Ba--Ga* B* / B AE 2 B - 

dia +(5zt eye) VC. VR paai 
SO == 


9 n 
= ESSE arc ans H) ` 
VAG — p? VA : 


a całka oznaczona 


y 


y dw T. 2 bu — arc tang — dan = ) 
o AtBr Ca? meme +ViAC— 15) 


"25 dD 


PJ > sa ca maz "m > MR 2 1 
Według tego wzoru rozwińmy wyraz 4 AF Bind € cosd’ 


4 
kładąc tang z D=ł, poczem z D—=arclangt, 


zaś dD = RE będzie, a otrzymamy : 
2dł 
JE = 7. sz ZRMMENE LIEPOZ GE" (RZBRIWTEZH 
A + Bsin D + Ceos D7 2B? "MZR A(1 + 0) 2BL +- C(1 — t?) 
A+TĘB +6( Fa) . 
E dt E 2 Li (_2B-+2(A— O 
ra ia + OF 2BŁ ++(A eT ETE — 0 hR PLADS Mrr c) = 


= zz nim 
yA? — B? — C? VA2— B? — C? 


B--(A— Ot ) 


Że zaś nietylko dla D = 0, lecz także dla D= 2z, staje się t= 0, więc całka powyższa kilka razy przez wyższą 


granicę o przechodzić musi; zatem potrzeba nam wykonać całkowanie naprzód od D=0 do D=x—«. potem 
znowu od D =z 4+: do D=2s i wypadki tych obydwóch całkowań zsumować, wystawiając sobie przez z iłość 


nieskończenie małą. Zrobiwszy to mamy 


wie ca = 2 z arc tang : 
h A BsinD --GcosD © ==wa(ł VAT—BiI—G3 p 


2 dD 2 B 157 
RENT = arclang -== T 5 
i AF BnD Fod ya = al aT. z) 
a zalme 


y dD [e 2r 
h A+ BsinD + CcosD VR=B— 
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więc także 


(8) Jn == 2min" f "klon sin od9, 
0 
a wskutek tego 
(9) ko=3 S(2n+-1).[yln. Í "Kon sin odo, 
0 


czyli kładąc 


ZE |, kohasid = A 


(10) ko ==SAn[y]n="" Ao F Aaly]i- Aalfgls P+ + e H Afta 


Z tego zaś wynika najprzód, że 
e ĘĄ dD r 
yape- a A +- BsinD -+ CcosD ” 


tudzież, biorąc ilości B 1 © w znaczeniu ń obrotu, także 


A —_1 S i dD 
yA? --B'-- (2 m 15, 0 A --(bBsin D -+ (cos DY=1 i g 
Mając te wyrazy, niechaj będą współrzędne sferyczne jednego punkta, równolegle odpowiednio do osi «©, y, z 


cosy,  sinycosb,  sinysinv, 
a drugiego punktu tak sawo 
ecosó,  ęsinócosw,  gsinó sinw. 


Odległość u tych dwóch punktów od siebie wynajduje się z równania 
u? = (cosy — gcos0)? -+ (sinycosv — psin0cosw)? +- (sin ysino — psinósinw)?, 
które po wykonaniu działań wskazanych, z przyczyny, iż także | 
u? = 1 — 260083 + 6?, 
bezpośrednio do znajomego wzoru trygonometrycznego 


cosà — cosycos0 -|- siny sinb cos/(©0 — t) 
prowadzi. 
Wartość ulamku - da się łatwo zamienić na całkę oznaczoną, gdyż według powyższych rozwinięć 


1 


Vi — 2ęcosh + p? 


1 ('% dD 
= — | "OE "GTE FIT = EK Gg -d 
27 { cosy — pcosh -+ [(siny cosv — psiubcosw)sinD + (sinpsinv — esinósinw)cos DJ; / =4 


RR. ig dD 
2m cosy -+ V— 1.sinycos(D — v)— A= (cost -sintcos(D — w) 
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uwzględniwszy zaś jeszcze, że ilości nawiasowe niczem innem nie są, jak tylko współczynnikami 
w rozwiniętym ułamku następującym 


1 
y1 — 2a cos y -+ a 


zatem ogólnie rzecz biorąc 


=1 + Lia- Le La |-. ,, -|- Lra”, 
[Y)n = Ly 


Z tego wypada, iż 


Hn=Ń 


zj > -+ VEN „sinó cos(D — w) |"dD =p 


2z Jo  [cosy--V— 1.siny cos(D —v)]"*! 


Skoro stanie się 4 = 0, wartość kąta 3 =6, a 


Huge |, (e0s-+V-T.siatcos© —u))'.4D= |, 
"JO 


gdy zaś 0=0, kąt XA=4, a 
H'n= zj, | tsiatwa—n | "o ty. 
o Ie l 


Obydwa ostatnie wyrazy można jak wiadomo rozwinąć w szeregi dostaw wielokrotnych łuków ; co uczyniwszy 
otrzymuje się, ze względu na 


[cost --—4 .sinócos(D —w)]"==Ty+-T+cos(D—w)-- Tacos2(D — w)+- Tycos3(D—w)--. . . 


bezpośrednio 


2n 2x v 
[0]n = To +- > T; cos(D —w)dD -|- = T cos2(D—w)dD+-... + z Tau i 
2x 0 27 0 Ir 0 


R 
cosm(D— w)dD, 


a że całka nieoznaczona 
fe m(D — w)dD = sin m(D— w), 


całka więc oznaczona 


2a | 
f cosm(D — w)dD = £ sin m(27 — w)+ £ sinmw 
0 m m 


1,3 
= (sin 2m7 .cosmw —cos2mr.sin mw) -|- ż sin mw == 0, 


oczywiście także 
[6]n = To. 
W skutek tego mamy właściwie 


(cos + V— 1.sinó,cos(D— w))” =[6], + T,cos(D — w)+ Tecos (D —w)+-... 


tudzież tak samo 


(cosy + V= 1 .siny.cos(D — v)) "+Y = [Y] + T, cos(D — v) Tacos2(D—v)+. . - 
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nareszcie 
(11) kk "Ah A4bi-A3ls|- . . . ++ dala. 
Wzór (8), z przyczyny, że 

f “k Ula sinodo= M 

staje się prostszym, dając : 

w» =p 

a potencyałowe wyrazy (5a) i (5) przyjmują postać : 

(13,) V="e"(A olo z AsLe +5 AL S+ Asle $+. ) 
1 r d 2.14 r3 

(13) V =tra( Aola +3 Asl © PEAL +7 Asta. + m). 


Nie potrzebujemy tu oznaczać wszystkich ilości Ao, A1, A»... gdy poszedłszy za przykładem Poissona, 
położymy 


a4) A+ gały HE Alaa? l Aa. i=l 2), 


i uwzględnimy, iż dla punktów leżących na stałej osi obu kul, 4=0, 


1 
Vi —2acosy Fa? 


ile HHL. mgpa a o 


zatem L= 4,8 


(15) F(0, £) = Ao + AeH CER Ash... =f(2) 


a nareszcie 


[A] 1 R = — w)]” = 
= Sr dT 
+ «0 [cosy --V—1.siny.cos(D aa v)]"+ 1 


26 
= mj. v(t -+ T,cos(D—w)-|- Tącos2(D — w) +») (ta. + Tcos(D —v)-|- Tacos 2(D— t) +.. . 
23 Jo 
4 f% 
= z (tn. [Yht . . . Zeosm(D — wosni (D—v)) dD, 
0 


Jeżeli tylko m różni się wartością swoją od m', odpadną tu wszystkie wyrazy z wyjatkiem pierwszego (o czem nie- 
trudno się przekonać, zamieniwszy iloczyny dostaw na ich summy) i otrzyma się bezpośrednio wzór Leżandra 
(Legendre) 


J E E a 
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okazuje się. Różniczkując więc równanie (14), będzie najprzód 


dFN, c) _1 2 3 
2 SSB Al; +z AoLox -- 3 Alat? 4... 


a wskutek tego 


(16) F(y, ©)-- 20. Lo 2- Aolo + Alit 4 Aslaa? +... 


ze względu zaś na wyraz pod n° 11 


an h=F(h, 2) +2. PIŁA, 


jeżeli po wykonaniu różniczkowania położymy c=; 
czyli | 
(18) ko=F(y, 1) 2P'(y, 1). 
Teraz aby dojść do rozwiązania danego zagadnienia wypada oznaczyć najprzód f(x) a potem Fi, z). 


Rozróżniwszy więc ilości, odnoszące się do obu kul przydanemi im skaźnikami, otrzymamy dla 
tychże kul następujące wyrazy : 


2 
(19) v= hy, z 
P j M względem potencyałowego punktu zewnętrznego, 

(20) V, =" „P(Y, 2) 

r UP 
tudzież 
(21) V=lrn.F(;, 4 

p względem potencyałowego punktu wewnętrznego. 

(22) 46, e(y z:) 


Gdy każdy punkt w obu kulach jest względnie punktem zewnętrznym i zarazem także wewnętrznym, 
obydwa zasadnicze równania (1) i (2) przypuszczonej równowagi elektrycznej przechodzą w nastę- 
pujące ogólne wyrazy : 


(23) at(y, mj 2 F (7. 2)= (07 (dla punktów my), 
1, 2 2 è 
(24) = :(+5)+ aF(y, z) =Q (dla punktów mə), 
1 1 2 


między któremi istnieje zawisłość, wyrażona w równaniach 
ricos y- racosy' =b i rising = siny, 
czyli r4} rı =b, wrazie 4=0, gdzie b oznacza wzajemną odległość obydwóch środków kul. 


Z przyczyny przyjętej równowagi elektrycznej, ułamki w obu równaniach (23) i (24) tylko właści- 
wemi być mogą, oczem też z rysunku łatwo wykreślić się dającego, nie trudno się przekonać. 
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Funkcya też F(4, 2) w razie gdy 4 =0, zamienia się na F(0, s)= f (x); gdy zaś y=r, na F(x, 1)= 
f(— zx}; albowiem w tym ostatnim przypadku 


R: EE E E EYE 
Ta TE o 
zatem 
LE REls=sv4<1, 
a 


F(x, c) =ho—g asti Mat! A;a3 -- 6% = /(— r). 
W skutek tego powyższe równania stają się prostszemi i zamieniają się na następujące : 


(25) ahn (7)=w 


(26) m f (5)+ asf (>) =C 


Rozwiązanie tych dwóch szczególniejszych równań prowadzi także do oznaczenia wartości 
obydwóch funkeyj, które tamtym równaniom ogólniejszym zadość czynią. Uskutecznić zaś to można, 
za pomocą zwyczajnej metody eliminacyi z uwzględnieniem, że r, jak to rysunkiem łatwo okazać, 
inne jest w równaniu (25) a zupełnie inne w (26); tudzież, że rı- ra =b. Po wydzieleniu więc r: 
z tamtego a ry z tego równania, otrzymuje się 


(27) ań (G)+ lae) 
(28) U c "sd 


Widocznem tu jest, że r, przybierać może wszystkie możliwe wartości między + a i — a, 
zaś rs tak samo wszystkie możliwe wartości między --a; i —a. Dla eliminowania więc funkcyi /2, 


A Ta a p ; : zą . a . 
połóżmy +=—— w równaniu (28) i pomnóżmy je przez +—, a będzie 
@ b—m b— ry 

aa a a? a MC 
29 ESEE 1. IEEE | PALBZ Pa IEB 3. |-— SEX. 
(29) (b — ri) b — ra) n= HE Gyr b—r? 


odejmując zaś to ostatnie od (27) 


2 / ~ 
30 mj aa e(a Jog — 02 
(30) at.) Gzy (GE) UPR 


czyli dla tego, że 


5—m, ETA 
także 
31 ŻA AMA aa j a(b — ry) —g— LÈ 
(1) uff) b* — a? — bry fı b — aą* — bry f b—=r’ 
ART. V 2 
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r rR a E . 
Kładąc zaś = = z, a BB—a?*=ah nareszcie 
a 
« az b—a ` z 
(32) OES L = e)- LL WOZEE. > sf 
i h = bx h— bx (4 a,(b — ac) 


Według metody rozwijania wyrazów w szeregi, używanej w teoryi równań różnicowych, można 
najprzód wynaleźć funkcyję, która zadosyć uczyni równaniu 


De b — At Gr. 

e i fda) fe ( h— bx je GE 
potem funkcyję, która ma się tak samo względem równania 

; CER. 4 (b—a2v mA aC: 
(30 fie) a b) alb — as)’ 


a nareszcie przez zsumowanie tych obydwóch otrzymać ową funkcyję, która uczyni zadość ró- 
wnaniu (32). 
Rozwijając funkcyje równania (33) w szereg rosnących potęg głoski a. otrzyma się 


ra= [1 + ag (£) +a7ęe(c)+a?ps(c) H -H apla) H. ol 


glg): 


zatem dla 


i [1 aila) Harata) Derr y S s EP sali = 7 JHS, 


także 


/h—a g 
1Ha- gjet e a (e e+ 51, 
zkąd bezpośrednio wypadnie 


1 l b—as\ . 
g4) = Roe ale) =: p (Z). sę 


SE I b — ar 
(35) gna) = pz u ZĘ): 


Przyjawszy tedy, że 
(=E 
i gg Ant Bzz” 


a więc 
i RY = 1 
(36) mS F Baia i 
tudzież 
b— as) g h — bx 
npo bu )= AŻ +B,(7 z) sg + bBn —(bAn 4 a,Bn)v 
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będzie po podstawieniu w (35) z uwzględnieniem wzoru (36) 


l 1 
Anei F Bnet  AAn F OBn—(bAn +aB,)e 
zkąd 
An+1 ZhAn--0B, Bn + 1 = — bAn — Br, 
zatem 
Ansa =hAn;q F BB, pi "KA, 1 Hl bAa — aBn) "ŁA, 4 — BA — a40Bn, 
a ze względu na 
VB, An; 1 — hAn, 
także i 
Anga = hAnpi BAL — lAn pi — lAn) = hAnpi — PA — lAng -H Uh An, 
czyli 
An +2—(4— 0) An+1 + (b* — aih) An = 0, 
a że wyżej 
b — a =ayh, 
położyliśmy, ostatecznie 


(36) Anpa — (A— a)An +1 - a? An 20. 


Wyraz ten ostatni wskazuje, że szereg otrzymany jest szeregiem zwrotnym, mającym za swą funkcyję 
a-|- 62 
łożyć ową funkcyję na ułamki częściowe, których mianowniki będą dwumianami, szykującemi się 
w geometrycznym postępie. Uważając zaś wyraz (36) z innego stanowiska, nietrudno w nim do- 
patrzyć linijowego równania różniczkowego, które jak wiadomo ma tę własność, iż każde dwa wypadki 

jego rozwiązania sumowane, dają znowu nowe rozwiązanie, t. j. że, gdy 


ułamkową rodzącą wyraz kształtu mianowicie postęp geometryczny, bo można roz- 


dla An=rvln), 5(n-Ł2)—k— a)r(n-- 1)--a:* o(n)==0, 

tudzież dla An = o'n), 5'/(n--2)—h— a) (n--1)--02*5'(n)=0, 

także dla 5(n)--5'(n=r'(n) 

zawsze być musi, 5'(n--2)—(A —a,)o"(n + 1)--a2*5'(n)=0. 
Kładąc przeto An=za*, będzie a«'**—(h— a,ja" *!-La7a' =0, 

i zarazem także a —(h=a)a-Fa7=0. 


Nietylko więc każdy z pierwiastków tego równania 


h—a, h — a,\? s h=a h — a, \? 
a= L) a i 8= 2 Lici N JT 
a= 5 + ( 5 ) az 1 J= 3 ( 7 ) dą, 


ale także ich suma g- «' czyni zadość powyższemu równaniu (36). 
Położywszy zaś całkiem ogólnie A, = Pa” -- Q6”, rozumiejąc pod P 1 Q pierwiastki równania430) 
i uwzględniwszy, że ; 


Ba= $ (Ane1— An), 
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otrzymuje się także 


m= (Pan: '--0(g"*! — h(Pa” -+-057)) =P (5 = "a n_--Q (H zA 


a 
== PEEK. RE REZEA 2 
„o czyli 


" A b = b 4 
(37) pn(t)== 4 Pa'-Q59)+|P(a=h)a" LO](5—AB"]x OPŁ P[o+-(a—4)r]a"--Q0[6--(5—h)e]g" 


Lecz ponieważ 49= 1, więc dla n=0, wypada z tego ostatniego równania najprzód, że 


b 


Pe O GPFOFPCBMFUE"HE =" 


a następnie, że P 4+ Q=1, zaś P(a—h)--Q0(8—h)=0 być musi. Atoli P(5—h)-FQ/[5-—/5)=1, 


zatem relo"- ZE. =" 


p—« EER pra: 


a wprowadziwszy te wartości do (37), 
b(a— 5) 
(EJ a : 
(h — p) (6—(h — s)z)a" — (h—a) b — (h—6)x)6* 

Mając wzgląd na to, że h=a;, karne sumę obydwóch pierwiastków, zaś aą* iloczyn tychże; 
zatem a--5=k— a, tudzież a$=a+*, z czego znowu h=m--a-|-3, (h—x)(h—6)=h—(a--5)h-- 15 = 
W — (h—av)h + az? = ah- a? =b, okazuje się nareszcie 


M - wsze O no A EA 
lk ((1-+2)b—bx]a" — [(a,+-5)5—b*x]5"  (a,+a—bzr)a"—(a,--5—br)S"" 
a 
G G AL 
l; = — aP palt) = — (,—5)5) M. 
(40) f(a) a Sa9'', (z) a; (2 58 (a, -Ha—be)a" — (a, €5—60)$" 


Poslępując tym samym sposobem w równaniu (34), otrzymuje się tak samo 


f(z) =— — | z + tpw - apt |- - + - aonla) + : . | 


ai 
gdzie 
1 b — 
?n+ (=> S>= al p TĘ). 


a ze względu na 


SEL 
s: go(z)= CESY FC 
także 
ETEN EE ER 0 
n= FOF AF Ee as 
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zalem 
. P--0=/, P(z—h)-- Q0(5—h)=— a:b, 
__„[h—a—5]_ ba blh aie) __ D 
Bo a—B JE i p—a p—a” 


dla tych zaś ostatnich wartości 
= b = a—P 
A= paa eF BJ" (ae =(= Po" 


d—B 
— [6—(a,-+-p)zja" *'—[b— (a+ a)r] + E 


a nareszcie 


(41) fta)=— ŽAS 


agti 


Funkcya przeto, urzeczywistniająca równanie (32), będąc według tego, co wyżej powiedziano, 
sumą obydwóch funkcyj (40) i (41), ma następującą postać (') 


c, s a 
(42) ii a (e—B5 [01 a— bala" —|a, +B —be|g' 
a C: ( 38 CĄ n+1 
mo [6—(a-ó)eja"*'—|(b—(w-ejejg"** 


(') Przeprowadzone tu rozwiązanie równania (32) byłoby jeszcze ogólniejszem. gdyby równanie 


í) fla) — z Sa! (EIĘ)=" 


h— bz 


rozwinięte i do wyrazu (42) dodane zostało, co według metody Poissona tak się uskutecznia : 
Kładąc w (I) 


F,(c) 
(©)== 
M * 0) 1--ma* 
otrzymuje się 
b— ax 
Fæ) a GE ) da e Ê dd X, 
1-me h—br' ce =h brp mbam) \h— bx 
Pr" — bx 
czyli 
F,(w) _ CĄ F E) 
1mo  h+bm— (bame (rz ba )” 
adla b--a,m==— m(h+-bm), to jest bm? +-(a, +-h)m-+-b==0, wyrażając pierwiastki tego równania glos- 
; U i 
kami m i y, ponieważ mte=-( 4E e), uym=l, także 
Ebr) az a j 
1+ma (hF mA F maj” h — bx 


zalem 


(UN)  Fiz)= =) 


EK rf —ba /’ 
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Tą samą drogą dojdziemy też do funkcyi f(x), mianowicie do wyrazu : 


_Q a,” 
(43) f(e) TT (zı 81)5 (az $ 04 —brjaj” —(a:-|-$1—b2)8," 
C A iS a, n+i 
a (a — 51) ETENA )t]a:” +! —[6 — (+ )z]i” * , 


który ze względu na równania : 
? —(h — ai) +a? =0, a; — (l4— aa- a =0, 


tudzież na tę okoliczność, że dla 


b= a . bż—a,* 
ZZA 1 hy == I 
a a 


także 
; a0? —(B* — 0? — a)l -|- ata? = 


aa? —( b — a? — as?)aqa- aa =0, 


przypuściwszy zaś, że 


ra= -= m), 


oczywiście także 


F,(c)= 


az i i m( S = a (> — be + m(b — 22) 


h + bm 1+) T h--bm \h— bx -yb — as) 


o (i —- mb — (b + am)x 
- h>bm Mh-p ub— (b+ ayu)w ): 


a kładąc jeszcze 
b-|- aym=— m(h bm),  b--ayu=—u(h-- bu), 


nareszcie 


F,(0) = a} (Ea -+ma) 


hbm Mh-rebjA Hz) 
Z tego równania widać, że funkcyja w mowie będąca jakąś potęga być musi, Kładę więc 


ra=( E22) (iney, 


kn aa F = h Fi a EEN, 


wskutek czego 


to jest 
o dą (Ee x 
~ h->bm Fri) i 
Dla niezależności piewiasików m, œ» od innych ilości, tudzież dla tego, że 
(h+ bm)th -- y.b)== h-Hu-+m)bh+ my.b*==h*—(a, 4Hh)h Hb =b — ah =a, 


ag 


MIE Kea? 


jest 


a więc 


6. KKS RAR 
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i dla tego też bezpośrednio 
p A44 = dia, LAA = Ub, 
a ztąd nareszcie ` 


a 04 
a= — a 1=—8 
1 dą , g a? 


wypada, po wykonanem podstawieniu i należytem uproszczeniu postać następującą przybiera : 
= alt: Aa” 
(44) f(z) = a (« — 5)5 (a? + aya — aabt )a” —(a,* -+ a,8 — agb1)5" 
a > i a” +1 
— — (a—b)S —————-————-.......,,—0, ._.,, 
dą (a 6) [aab —(aą? + a5)c]a" SL [azb — (a? -+ aua)1|B"* 1 
Teraz nietrudno oznaczyć ową ogólną funkcyję, podaną pod liczbą (14), rozwiniętą w szereg rosnących 


potęg zmiennej «, gdy się najprzód każdy wyraz sumy S, mający postać , podług wżoru 


p—gqe 
1 1/ gh. GRE” g 
=-|1 + = P+... 
p—qz a t pret wt ) 
należycie roźwinie i uwzględni, że 
r 2; 2 l 1 
(etu + 1, i l „)=z: z 
i | i y! — ZE cosi E 
p p 
I 


p*—>żpqa cosy -+ q?z? i 


1 
co tylko wtedy być może, jeśli 2n—1=0 czyli n=% . Ze względu na to 


Fle)=|/ TEE, zatem (obacz (11)] 
4 1 


vya +mao)(t-Fua) V1+(m+ pe + myw? 
1 = Vb 
[uth poj Vb— (a, Fha F ba? 
UZ ( +23 Je +o 
a całkiem ogólnie rzecz biorąc, nareszcie 


(LV) f(0)== 


fæ) = 


L 
Vb—(a,--h)c-- bx? ? 


'1--ma 
11+ po 

Wyrażenie ostatnie (IV), otrzymane dla funkcyi f(x) należałoby dodaś do powyższego „rozwiązania, aby ono ogól- 
niejszem się stało. W zagadnieniu jednak naszem należy położyć L=0, unikając tak zwanych ilości urojonych 


gdzie L znowu może być funkcyą ilości «©, która nie zmieni się, gdy zamiast «© położymy 


które są mu zupełnie obce, a któreby w przeciwnym razie okazać się musiały, gdyż według przypuszczenia ; = 0 
dla a =r, w=t, afunkcyja 
L oo L 
yB—hħh—atb , [a2 —(a— bP 
dy kz 


fa)= 


zawiera zatem w sobie wartość urojona. 
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Funkcyja ta ostatecznie tak się wyraża : 
A” 
Varpaje"—a-B)5"P2I(ar-2)a"—(a--5)5"[9 (a"—6")vcosy--ba" — pa 
Ca Qqn +1 


-2 


=P) eea UŘ 
CZE Vilan +1—5n+ :2b(a"+1—Ba +1)[(a4+-5)a" + !1—(a;--2)B"*']reosy+-[(a,B)ae" * aapt Ta 


(45)F(4, j=% (a —5)8 


Po tych analitycznych wywodach, mając formułki na wszystkie ilości do rozwiązania danego za- 
gadnienia niezbędnie potrzebne, pozostaje tylko jeszcze, bliżej określić wartość ilości stałych C4, C2, 
co bez trudności uskutecznić można. Gdy się bowiem ilość elektryczności na jednej kuli przez E; 
a na drugiej przez Es wyrazi, mamy 


z 2z z 
Bizać f A ksinodgdw = Ama f ksin 0d5, 
0 JO 0 


9 r 
n=2H1 f K(ójsin odo, 
= 0 


a ze względu na 


tudzież na 


As=1 j "sin 646 — AO), 
=u0 


czyli 

*ksin616 =2/(0), 

DU 

także 

E,=4r1*/(0), 
zatem 

E, 
A=" 


położywszy zaś w (42) z =0, nareszcie i to bezpośrednio 


s a” +1 
—— |, 
blat +! — gu +1) 


: A MP rs a” C: 
46 ELLE aT P E OT) je E T (4 
BA 5 E È (e—A (a+ aa” —(4+-5)n W *<—P) 


to jest 
E; = W Cı — VC, 


i również tak samo 
E; = WiC = B,C, 


z których to dwóch ostatnich równań obie złości stałe C, i C bez trudności oznaczyć się dadzą, 
skoro tylko ilości E,, E, liczbami są wyrażone i współczynniki A, Mu, Bi, Ba należycie obli- 
czone zostaną. 


D W. URBAŃSKI. 
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